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5. Ubung zur Diskreten Mathematik
Aufgaben fiir den 5.11.2013

(a) Fur a,b,d’,b/;m € Z und m > 0, beweisen Sie, dass aus a = ¢’ mod m und
b=10 modm die Aussage a + b = a' + V' mod m folgt.
(

b) Fiir a, b, my, ms € Z, my, my > 0 beweisen Sie:

a = bmod m; fir alle i = 1,2 <= a = b mod kgV(my, ms).

Beweisen Sie die Kiirzungsregel fiir a,b,c,m € Z, m > 0:

ac = bcmod m < a =bmod ——.
ggT(c,m)

Zeigen Sie: (a) Fiir ay,...,a,,c € Z, nicht alle a; gleich 0, ist die diophantische
Gleichung
X1+ ... +a X, =c (1)

genau dann in Z losbar, wenn ggT(ay, ..., a,) ein Teiler von ¢ ist. (Die Gleichung
(1) heifit in Z l6sbar, falls es x1, ..., z, € Z gibt, so dass a121 + ... + a,x, = c.)

(b) Sei d = ggT(ay,as) ein Teiler von ¢, dann ist im Fall n = 2 die Losungsmenge
von (1) gleich

{(or,22) + (5, =) [t € T},
wobei (21, x9) € Z X Z eine beliebige Losung von (1) ist.
Berechnen Sie die letzten beiden Stellen in der Dezimaldarstellung von
Z(1D) _ (7).

Zeigen Sie, dass die Gleichung X2 + 7Y% + 1 = 0 keine Losung (z,y) € Z x Z
besitzt. Hinweis: Betrachten Sie diese Gleichung modulo 7.

Zusatzaufgaben:

1.

Sei [, die n-te Fermatsche Zahl. Geben Sie eine Abschétzung fiir die Anzahl der
Stellen in Dezimaldarstellung von F,, an. Berechnen Sie (a) die letzte (b) die letzten
zwei (c) die letzten drei Stellen von Frs.

Hinweis: Wie berechnet man F,,; aus F,? Geben Sie eine Abschitzung wieviel-
stellig n? ist, wenn n eine k-stellige Zahl ist, k € N.

Der erweiterte Euklidische Algorithmus vereinfacht die Berechnung der Koeffizien-
ten in der Bézout’schen Identitéit. Zu ganzen Zahlen a > b > 0 wollen wir z,y € Z
bestimmen, so dass za + yb = ggT(a,b) ist. Wir wissen bereits, dass ggT(a,b)
der letzte nichtverschwindende Rest im Euklidischen Algorithmus ist. Setzen wir



r1 = a, ro = b, dann bestimmen wir im Euklidischen Algorithmus fiir n > 3 Zahlen
Gn,Tn € Z, 0 <1, < 1rp_1, 50 dass

Tn—2 = @uTn—1 1 Tn.

Nun driicken wir r, sofort als x,a + y,b aus. Daher ist x1 = 1, y; = 0, 2z = 0
und y = 1. Fiir n > 3 finden Sie eine Darstellung von z,, in x,,_; und x,_o und
eine Darstellung von ¥, in y, 1 und y, o. Falls ry = 0 und ry_; # 0, dann ist
ggT(a,b) = ry_1 = xy_10 + yn_1b.

Dieses Verfahren kann man in einer Tabelle wie folgt anordnen:

1 q; T Z; Yi

1 a 1 0

2 b 0 1

3 g3 T3 T3 Ys
N—1|qgn-1|7rN=1|ZN-1|YN-1
N qn 0




